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ANOTACE

Struktura socialnich siti z pohledu teorie grafi dokaze odhalit mnoho. V této praci hle-
dame pomoci metrik idealni definici skupiny, podle které by se skupina dala nalézt pouze
na zakladé dat z grafu socialni sité, kde jeji clenové jsou zastupovany vrcholy a souvislost
mezi nimi odpovida hranam. Protoze propojeni v socialnich sitich je symetricka vlastnost,
zabyvame se pouze neorientovanymi grafy. Takové a podobné metody pouzivaji dnesni
socidlni sité, které maji mnozstvi realnych dat[1].

Klicova slova: metrika; hranoveé disjunktni cesty; socialni sité; teorie grafii; relace; Men-
gerova veta
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1. Uvod

V dnesni dobé vypocetni sila pocitacii a socidlni sité typu Facebook, Google+, Linke-
dIn atd. umoznuji aplikovat pomérné staré metody z teorie grafii nebyvalymi zptisoby za
ucelem zkoumadni statistickych dat o lidech, jejich chovani, interakcich a skupinach, které
tvori. Tato data se daji sehnat pomoci automatizovaného prochézeni téchto siti. V této
praci budeme na socialni sité nahlizet jako na neorientovany graf. Vrcholy v grafu odpo-
vidaji jejim ¢lentiim a hrany odpovidaji relacim mezi jednotlivymi ¢leny (napt. pratelstvi,
spoluautorstvi). Snazime se ziskand data analyzovat a této analyzy urcit skupiny ¢lent
socidlni sité (vyzkumnd skupina, tfida apod.).

Prikladem takové socidlni sité je i obrazek na titulni strané (viz obr. 1.1). Jedna se o graf,
kde vrcholy tvori autori matematickych ¢lank®, hrany mezi nimi znac¢i spoluautorstvi na
aspon jednom clanku. Uprostied je madarsky matematik Paul Erdés, ktery napsal pres
1500 matematickych ¢lank®, mnohé z nich byly z oblasti teorie grafi.
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Obrézek 1.1: Erdéstuv graf

K urceni skupin je nejdiiv tfeba nadefinovat pojem skupina. V této praci je ukazano
nékolik moznosti definic. Zkoumame, jak je ktera definice skupiny prakticka, jaké ma
vyhody a nevyhody. Hlavné se vénujeme definici pomoci metriky #. Metriky jsou obecné
vyhodné pro definovani skupin, protoze kdyz o ¢lenech skupiny nevime nic osobné, pak
potifebujeme néco, ¢imz jsme schopni uchopit intuitivné chapany pojem ,skupina“. A to
pravé metriky délaji: kazdym dvéma vrcholtim ptitadi jejich vzdalenost — urcité ¢islo a na



zakladé téchto cisel jsme schopni vyvodit informace o skupinach. Zjednodusené feceno,
vrcholy, které jsou blizko sobé pod danou metrikou, tvori skupinu.

Metrika je presné definovany pojem: nez muzeme néjakou funkci prohlasit za metriku,
musi spliovat urcité podminky uvedené podrobné v kapitole 4, které je tfeba ovérit. K
tomu na zacatku prace dokdzeme vétu 1. Tyké se hranové disjunktnich cest mezi rtiznymi
dvojicemi ze tfech vrcholt.



2. Prehled pouzitych pojmu z teorie
grafi

o Cesta

Cesta z vrcholu a do vrcholu b je posloupnost hran a vrcholi, ktera tyto dva vrcholy
spojuje. Zadny vrchol ani hrana se pri tom nesmi opakovat — cesta nesmi obsahovat
cykly.

e Jednoduchy, souvisly, neorientovany graf
Jednoduchy graf je takovy, ktery neobsahuje smycky (hrany, které zacinaji a konci
ve stejném vrcholu), ani nasobné hrany (vice hran mezi dvéma vrcholy) a ani neni

orientovany. Graf, ktery smycky a nasobné hrany obsahuje se nazyva pseudograf
(viz obr. 2.1a), ale témi se v této nezabyvame.

Souvisly graf je takovy, ve kterém existuje mezi kazdymi dvéma vrcholy cesta.
Priklad nesouvislého grafu je na obr. 2.1b, témi se ale taky prilis nezabyvame.

Neorientovany graf je takovy, ktery nema hrany orientované, tedy u hran neni di-
lezité poradi jejich koncovych vrcholi. Zde se zabyvame pouze nimi, jelikoz vztahy
v socialni siti jsou vzajemné. Na obr. 2.1c je ptiklad orientovaného grafu.
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(a) Pseudograf (b) Nesouvisly graf (c) Orientovany graf

e Hranové disjunktni cesty

Dvé (u,v)-cesty jsou hranové disjunktni, jestlize nemaji zddnou spole¢nou hranu.

3] (str. 95)

e Metrika Metrika je funkce, kterd kazdé dvojici vrcholi prifadi nezaporné cislo,
ktera spliuje trojuhelnikovou nerovnost a navic je symetrickd. Podrobnéji se jim
véetné definice vénujeme v kapitole 4.

e Automorfismus



Grafy G a H se nazyvaji isomorfni, jestlize existuje bijekce ® : V(G) — V(H)
takova, ze kazdé dva vrcholy u;v € V(G) jsou sousedni pravé tehdy, kdyz jsou
sousedni vrcholy ®(u); ®(v) € V(H). Zobrazeni ® se nazyva isomorfismus. Isomor-
fismus f: V(G) — V(G) se nazyva automorfismus grafu G. [3] (str. 82 a 86)

Jinymi slovy, pokud lze v grafu prejmenovat libovolné dva vrcholy tak, Ze zlistane
stejnd matice sousednosti (matice, ve které je zaznamenané s jakymi vrcholy sousedi
kazdy vrchol). Takovymi grafy jsou napt. vsechny kompletni grafy (viz obr. 5.5, na
kterém je kompletni graf na péti vrcholech).



3. Véta o hranové disjunktnich
cestach

Nejdriv dokazeme pro tuto praci velice diilezitou vétu, se kterou budeme v dalsich kapi-
tolach pracovat.

Hranové disjunktni cesty mezi vrcholy x a y jsou takové cesty, které nemaji zadnou spo-
lecnou hranu. Jejich maximalni pocet oznacme p(z,y).

Véta 1. Méjme jednoduchy sowvisly graf G = (V, E) a tri vrcholy x,y, z € V. Pak nejuétsi
pocet hranove disjunktnich cest mezi dvéma dvojicemi z téchto vrcholi je stejny a pocet
hranové disjunktnich cest mezi treti dvojici z nich je vetsi nebo roven ostatnim. Tedy
BUNO (bez tijmy na obecnosti) plati p(z,y) > p(z, z) = p(y, 2).

Diikaz. Ozna¢me k minimum z p(x,y) a p(y, z). Plati tedy:

p(x,y)
p(y, 2)

(AVARVS

k
k

Pokud odebereme méné nez k libovolnych hran z grafu G, tak i pak bude urcité aspon
jedna (z,y) i (y, z)-cesta. To vyplyva z Mengerovy véty nize, jejiz dikaz nalezneme zde:

2].

Véta 2. Mengerova véta
Graf G je hranové k-souvisly pravée tehdy, kdyz mezi libovolnymi dvéma vrcholy grafu G
existuje alesponi k hranové disjunktnich cest. (Prevzato z [3] (str. 96).)

Tudiz urcité existuje i aspon jedna (z, z)-cesta, kterd vznikne spojenim (z,y) a (y, z)-
cest. Pokud by primo timto spojenim nevznikla cesta, tedy aspon jeden vrchol by byl
pouzit dvakrat, vezmeme tisek = — u, kde u je prvni (nejblize vrcholu z) spole¢ny vrchol
(x,y)-cesty s (y, z)-cestou. Tento tsek spojime s tisekem u — z z puvodni (y, z)-cesty a
vznikne (z, z)-cesta.

Kdyz tedy plati, ze po odebrani méné nez k libovolnych hran z grafu G, existuje aspon
jedna (z, z)-cesta, pak z Mengerovy véty plyne, Ze v puvodnim grafu G existuje aspon k
hranové disjunktnich (z, z)-cest. Plati tedy i:

plz,z) > k (3.1)

bt



Analogicky kdyz ozna¢ime [ minimum z p(z,y) a p(z, z), pak plati:

(3.2)

Jedna z hodnot p(z,y), p(y, z) a p(x, 2) je uréité vétsi nebo rovna zbylym, BUNO miizeme
predpokladat, ze je to p(x,y), jelikoZz pokud by to tak neplatilo, jen si prejmenujeme
vrcholy tak, aby to platilo. Z toho vyplyva

[ =p(z,2) (3.4)
jelikoZ jsou to minima ze dvou hodnot, kde druha - p(z, y) - je jim vétsi nebo rovna. Kdyz
dosadime (3.3) do (3.1) a (3.4) do (3.2), vyjde

p(x,2) > ply, 2)
p(y,2) > p(, 2)

(AVAN

Z toho plyne (spolu s podminkou, ze p(x,y) je nejvétsi):

p(x,y) > ply, z) = p(z, 2)

3.1 Jina cesta k dikazu

Vétu 1 jsem se snazil dokazat dlouho jinym zptisobem. Nemyslim si, ze by byl Spatny, jen
jsem vzdy narazil na to, Ze je tfeba oSettit priliS mnoho moznosti. Ale velice se mi takovy
dukaz libil, i kdyz nebyl kompletni. Doufam, ze se mi to v blizké budoucnosti podari. Zde
predkladam jeho nécrt.

Zacneme tim, ze najdeme mezi kazdou dvojici z vrcholt z, y a z takové hranové disjunkt-
nich cesty !, Ze jejich pocet je nejvétsi mozny. To je urdité mozné, byt to v hustéjsich
grafech muze byt slozité. Pak ukézeme, ze tento puvodni vybér cest lze preusporadat
tak, ze tyto cesty budeme moci vSechny zatadit do ¢tyfrech skupin popsanych nize tak,
aniz by se jejich pocéet zménil, tedy pocet zlistane stéle nejvétsi moZny.?. Potom uZ jen
spoCitame pomoci téch ¢étyt skupin, kolik je p(z,y), p(z,z) a p(y, z) a z toho vyplyne, ze
dvé z téchto hodnot se rovnaji a ta treti je bud stejnad nebo vétsi.

Skupiny, do kterych chceme vSechny cesty zaradit jsou nasledovné:

'Hranové disjunktnich pouze v ramci kazdé dvojice zvIast, tedy (x,y)-cesta miize mit spole¢né hrany
s (z, z)-cestou apod.
2Na tomto jsem se vzdy zastavil, i kdyZ jsem to zkousel mnohymi zplsoby



Obrézek 3.1: Rozdéleni cest do skupin

Vsechny ¢tyti skupiny jsou hranové disjunktni (vrcholy ale spole¢né mit muzou). Skupina
K (skupiny M a L obdobné) obsahuje hranové disjunktni (x,y)-cesty, které neprochézi
bodem z a zéroven nemaji zadnou spolecnou hranu s (z, z)-, resp. (y, z)-cestami, které
neprochazi bodem y, resp. x.

Ve skupiné N jsou uréité trojice cest. Kazda trojice je slozena z vzajemné hranove dis-
junktnich cest mezi * — w,,y — w, a z — w,. Vrchol w je s indexem a, protoze tento
vrchol mize byt pro kazdou trojici jiny. Do poc¢tu p(z,y), p(x,z) a p(y, z) se kazda tato
trojice zapocita prave jednou, protoze z kazdé trojice sedici v jedné lavici vznikne jedna
(x,y)-cesta (analogicky i (z, 2)- a (y, 2)-cesty) spojenim tseku = — w, a w, — y.

Do téchto skupin nelze (alespon ne vzdy) zafadit hranové disjunktni (z,y)-, (z,2)- a
p(y, z)-cesty z puvodniho vybéru (ktery byl udélany tak, ze jejich pocty jsou nejvétsi
mozné). Proto je tfeba puvodni vybér cest upravit tak, aby sly zaradit do nasich skupin
aniz by se zménil jejich pocet. Ukazat, jak tyto cesty preusporadat, se mi ale nepodafilo.
Nicméné ukazeme si aspon jeden lehky pripad na obr. 3.2 pro lepsi predstavu:

Mame hnédou (z,y)-cestu a zlutou - cestu, které maji spoleény cerny tsek (u,v).
Usek (v,y) ma kazda cesta jiny, tak si vybereme libovolny z nich (napf. ten zluty). Ten
odhodime a nahradime ho timto tsekem od té druhé cesty (tedy ten hnédy). Vrchol u
je vrcholem w;. VSechny z pocta p(x,y), p(z,z) a p(y, z) zistaly zachované (v tomto
pripadé jsou vSechny stale jedna) a podafilo se zaradit tyto cesty do skupiny N (tvorii
jednu trojici x — wy,y —wy a z — wy).

*N

Obrazek 3.2: Priklad upravy do skupin z ptuvodniho vybéru cest

Kdyz mame tedy cesty preusporadané, tak je uz lehké spocitat, kolik jich je. Vysvétlime,
jak se pocita p(x,y), zbylé dva pocty se pocitaji analogicky.

7



BUNO mizeme predpokladat, ze plati X > L > M. Cesty zapocitané do p(z,y) mizou
byt néasledovnych typi:

1. Kazda (z,y)-cesta tohoto typu je tvorena jednim ¢lenem ze skupiny A" a jsou tak
pouziti vsichni ¢lenové skupiny K. Téchto cest je tolik, co v je ¢lent v /. Pocet
¢lentt oznacime |A|.

2. Kazda (z,y)-cesta tohoto typu je tvorena jednim clenem ze skupiny /\'. Analogicky
je téchto cest |N|.

3. Kazd4a (z,y)-cesta tohoto typu je tvorena jednim ¢lenem ze skupiny M a jednim
¢lenem ze skupiny L. Zde se ale nepouziji vSichni ¢lenové skupiny L, jelikoz se spojuje
vzdy jeden a jeden ¢len z kazdé skupiny a skupina L mé ¢lent vice. Tedy tak vznikne

minimum z |L| a |M|, tedy |M].
Plati tedy:

p(r,y) = [K|+ N[+ [M]
p(x,2) = [M|+ [N| + |L]
Py, z) = [L]| + [N|+ | N]

Z toho je jasné vidét, ze p(x,y) > p(z, z) = p(y, 2).



4. Metriky

Nez budeme schopni skupinu v socialni siti néjak nadefinovat, potiebujeme zptisob, jakym
ziskavat néjaka konkrétni data o vrcholech. K tomu jsou dobré metriky, protoze jejich
vystupem je cislo.

Definice metriky[3]: Metrika p na mnoziné A je takové zobrazeni p : A x A - R, ze
Vr,y,z € A plati:

1. p(x,y) > 0, pricemz p(z,y) = 0 jen pro x =y,
2. plz,y) = ply, ),
3. p(z,y) + ply, ) = p(z, 2).

4.1 Metrika #

4.1.1 Definice a diikaz metriky #

Meéjme zobrazeni # na mnoziné vrcholu jednoduchého souvislého grafu G = (V, E), které
je definovano nasledovné:

1
Ve,y €V o #(x,y) = {p(wvw vY,
0 r =1y,

kde p(z,y) je pocet hranové disjunktnich cest mezi = a y. Ukdzeme, ze dané zobrazeni je
metrikou.

1. #(x,y) = 0 jen pro x = y, coz je splnéno z definice zobrazeni # a #(z,y) pro
x # y musi byt kladné, protoze p(x,y) musi byt na souvislém grafu aspon 1. Pro
nesouvisly graf neni metrika # definovana (muzeme ji definovat pro jeho souvislé
komponenty).

2. Metriku hledame na neorientovaném grafu, kde pro kazdou cestu z x do y najdeme
i cestu z y do z a plati tedy p(x,y) = p(y, x).

3. Treti vlastnost dokdzeme pomoci nasledujiciho lemmatu:
Lemma 1. V souvislém neorientovaném grafu G = (V, E) plati Vx,y,z € V, Ze
dvé z hodnot #(x,y), #(x,z) a #(y, z) jsou shodné a treti je mensi nebo jim rovna.



Diikaz. Vyuzijeme véty 1. Hodnota zobrazeni #(x,y) je obracena hodnota poc¢tu
p(z,y), takze vétu 1 pouze obratime hodnotu (spolu s otocenim nerovnosti). BUNO

pro p(z,y) > p(x, z) = p(y, z) plati #(z,y) < #(x, 2) = #(y, 2). O

Z toho plyne, Ze pro zobrazeni # vzdy plati trojuhelnikova nerovnost. To proto, ze
bud muzou nastat dvé moznosti (A = #(z,y); B = #(z,2) = #(y,2)): A+ A> B
- to plati, jelikoz je A < B; nebo A+ B > A, to plati trivialné, kdyz A i B jsou
kladné.

Zobrazeni # tedy je metrikou.

4.1.2 Relace ekvivalence Ry

Jesté nez se pustime na hledani skupin v socidlnich sitich, zjistime si o této metrice
zajimavou vlastnost, ze které vyplynou pozdéji vlastnosti skupin nadefinovanych pomoci
této metriky.

Definice relace ekvivalence: Je-li relace R na mnoziné A:
o reflexivni Ve € A @ (z,2) € R
e symetrickd Vz,y € A : (z,y) € R & (y,z) € R
e tranzitivni Vx,y,z€ A : (z,y) € R AN (y,2) € R & (v,2) €R

pak je R relaci ekvivalence a ma smysl definovat rozklad mnoziny A.

Lemma 2. Relace Ry na mnoZiné vrcholi V' definovand
Ve,ye Voo (z,y) € Ry < #(x,y) < k; pro néjaké k >0
je relaci ekvivalence.

Diikaz. Reflexivita a symetricnost relace Ry plati z definice. Tranzitivita plati, protoze
pokud plati (z,y) € Ry A (y,z) € Ry, tak by podle definice této relace mélo zaroven

platit #(z,y) < kA #(y,2) < k. A protoze dva z #(z,y), #(x,z), #(y,z) musi byt
stejné, takze vime, Ze aspon jedna z nich je mensi nez k a treti mensi (plyne z lemmatu

1), pak musi platit #(z, 2) < k. Z toho plyne, ze #(z,2) € Ry. ]

4.2 Co neni metrikou

P1i hledani riznych metrik jsme prosli nékolik slepych ulicek. Vyjmenujeme si nékteré
a popiSeme ditvody, pro¢ tyto navrhy funkei V(G) x V(G) — R{ nemiizou byt metrikou.

* p(x,y)

Jak jiz bylo zminéno diive, p(z,y) je poCet hranové disjunktnich cest mezi x a y.
Toto nemtuize byt metrikou, protoze lze libovolné zvétsovat pocet cest mezi x a z, aniz
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by to néjak ovlivnilo pocet cest mezi x a y, takze obecné nebude platit trojuhelnikova
nerovnost (viz obr. 4.1, na kterém p(x,y) = 2, p(z,2) = 7 a p(y, z) = 2. Neplati
7 £ 24 2). U metriky # toto nevadi, protoze zvétSenim p(z, z) se #(x, z) zmensi.

Obréazek 4.1: Mezi x a z vede hodné cest a ovliviiuje to pouze p(z, z)

e Pocet sledu si(x,y) mezi vrcholy = a y délky nejvyse k

Pokud by byly vrcholy z, y, z od sebe vzdéalené pravé k, tak mizeme pii dodrzeni
této vlastnosti pridat sledy mezi libovolné dva z nich podle libosti, takze by neplatila
trojuhelnikova vzdalenost (viz obr. 4.2; si(z,y) je pocet sledii mezi x a y délky
nejvyse k).

x Yy

Obrazek 4.2: s3(x,y) = 1; s3(x,z) = 7; s3(y,z) = 2, trojihelnikovd nerovnost neplati:
TL2+3

o #i(x,y) = —+—, kde p; je pocet hranové disjunktnich cest délky nejvyse k.

Pk (xvy) ’

Opét lze nalézt protipiiklad, viz obrazek 4.3, na ném je #(z,y) = 1, #2(y,2) = 1

a #(z, z) = 1. Neplati trojihelnikova nerovnost: 1 £ i + i.

Obrazek 4.3: Hranové disjunktni cesty délky nejvyse k

11



Ve vsech téchto pripadech bylo problémem, ze u kazdého Slo jeden parametr ovliviiovat
mezi vrcholy x a y tak, zZe to neovliviiovalo stejny parametr u x a z. Proto tyto pripady
nemuzou byt metrikou.
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5. Zavedeni skupin

V této kapitole ukdazeme nékolik moznosti, jak nadefinovat skupinu v socialni siti. Hlavné
rozebereme detailné moznost pomoci metriky #. Popiseme vlastnosti danych skupin,
zhodnotime jejich prakti¢nost.

Diky témto zavedenim muze byt pocita¢ schopny nalézt skupiny i na vétsich grafech, kde
clovék uz neni dostatecné rychly. Bohuzel neméam k dispozici redlné data z néjaké socialni
sité a ani neumim na to dostatecné programovat, abych takovy program na vyhledavani
skupin naprogramoval.

5.1 Na zakladé metriky #

Definice skupiny: X je skupina v souvislém neorientovaném grafu G = (V, E), pokud
Vr,y € X plati:

1' #(x7 y) S k?
2. dalsi vrchol uz neni mozné do X pridat, aniz by se neporusila vlastnost 1.

Na presné urceni vhodné konstanty k by bylo tifeba redlna data, aby se zjistilo, jak to
nejvice odpovida realité, navic muze byt rizné v jinych socialnich sitich. Nam vsak staci
pracovat obecné s k.

5.1.1 Vlastnosti skupin v konkrétnich grafech

V zéavislosti na parametru k prozkoumame pocet skupin v nékterych konkrétnich grafech
a vyvodime z toho obecné zavéry. Definice pojmu jsou prevzaty z [3].

e Cesta/strom T,

Cesta je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy (viz obr. 5.1).

Obrazek 5.1: Priklad cesty

13



Strom je souvisly acyklicky graf (tj. graf, ktery neobsahuje cyklus), viz obr. 5.2.

Obrazek 5.2: Priklad stromu

Pro cestu i strom plati, Ze mezi kazdymi dvéma riznymi vrcholy je pravé jedna
cesta. Z toho plyne:

1 z#y
Va,y e V(T) : #(x,y) = {
0 z=y
k Pocet skupin | Poznamka
kE>1 1 Vsechny vrcholy jsou v jedné skupiné.
k<1 n Kazdy vrchol je sdm ve svoji skupiné.
e Cyklus C,
Cyklus je graf s vrcholovou mnozinou V' = {xy, 29, ..., x,}, pro n > 3, a mnozinou
hran E = {x1x9, Toxs, ..., Ty 12,, Tpx1} (Viz obr. 5.3)

Obrazek 5.3: Cyklus Cg

Pro cyklus plati, Ze mezi kazdymi dvéma rtznymi vrcholy v grafu jsou pravé dve
cesty. Takze:

1
S
Va,y e V(T) = #(x,y) = {2 7
0 z=y
k Pocet skupin | Poznamka
k> % 1 VsSechny vrcholy jsou v jedné skupiné.
k< % n Kazdy vrchol je sém ve svoji skupiné.

e Unicyklicky graf
Unicyklicky graf je graf, ktery obsahuje pravé jeden cyklus (viz obr. 5.4).
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Obrézek 5.4: Unicyklicky graf

1 x # y; aspon jeden z x,y nelezi na cyklu
Vo,y € V(G) @ #(x,y) =33 = #y; z,ylez na cyklu
0 z=y
k Pocet skupin | Poznamka
kE>1 1 Vzdy plati, ze #(z,y) < 1, protoze p(z,y) je vzdy

prirozené. Z toho plyne, ze vsechny vrcholy budou
v jediné skupiné.

% 1+m Proménna m je pocet vrcholl nelezicich na cyklu.
Vx,y lezicich na cyklu je p(z,y) = 2, tedy
#(x,y) = %, takze jsou v jedné skupiné. Mezi zby-
lymi dvojicemi vrchola je vzdy pravé jedna hra-
nové disjunktni cesta, tedy jejich #(z,y) =1 > k,
takze kazdy vrchol je sam ve svoji skupiné.

>k n Proménna n je pocet vrcholi. Mezi zadnou dvojici
neni #(z,y) < %, tudiz je kazdy vrchol sam ve své
skupiné.

D=

¢ Kompletni graf K,

Kompletni graf K, je graf na n vrcholech obsahujici vSech (g) hran (viz obr. 5.5).

Obrézek 5.5: Kompletni graf Kj

Libovolné dva ruazné vrcholy v kompletnim grafu maji mezi sebou tolik hranové
disjunktnich cest, jako je stupen kazdého z nich, tedy n — 1.

1
Va,y € V(K,)  #(ry) = {g‘l iiz
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k Pocet skupin | Poznamka

k> -1 1 Vsechny vrcholy jsou v jedné skupiné.

k<3 n Kazdy vrchol sam ve svoji skupiné.
e Kompletni graf bez jedné hrany
V kompletnim grafu bez jedné hrany mezi vrcholy, které:

— maji oba stupeni n — 1 (tj. vedou od nich hrany do vSech ostatnich vrcholi),
je hranové disjunktnich cest n — 1.

— maji aspon jeden z nich stupen n—2 (tj. chybéjici hrana do kompletnosti grafu
vedla z tohoto vrcholu), je hranové disjunktnich cest n — 2.

ﬁ x # y; aspon jeden zx, y je stupné n — 2
Vo,y € V(G) : #(x,y) =5 x#y; z,y jsou stupné n — 1
0 r=y
k Pocet skupin | Poznamka
1 v . . ; oy
k> -— 1 VsSechny vrcholy jsou v jedné skupiné.
ﬁ >k > ﬁ 3 Dvé skupiny, kazdou s jednim ¢lenem, tvori

oba vrcholy se stupném n — 2 a treti skupinu
tvori vSsechny ostatni vrcholy.

— >k n Kazdy vrchol je sam ve své skupiné.

e Kompletni bipartitni graf K,, ,

Kompletni bipartitni graf K, ,, kde m = |U| a n = |W|, je graf, jehoz vrcholovd
mnozina je sjednocenim dvou neprazdnych disjunktnich mnozin U, W, mnozina
hran je E=uw : ue UAw e W (viz obr. 5.6).

|44

Obrézek 5.6: Kompletni bipartitni graf Kj 3

% r,ye W
1
. ) = z,yelU
Pro BUNO m < n plati: Vz,y € K,,,,n : r,y) ="
<np y #(x,y) Lot yew
0 z=y
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k Pocet skupin | Poznamka
k> % 1 Vsechny vrcholy jsou v jedné skupiné.
% >k > % n Kazdou skupinu tvori cely podgraf U s jednim vr-
cholem z podgrafu W.
% >k m+n Kazdy vrchol je sém ve své skupiné.

e Souvisly vrcholové tranzitivni graf

Graf G se nazyvd vrcholové tranzitivni, jestlize Vu,v € V(G) existuje v grafu G
takovy automorfismus ¢, Ze ¢(u) = v.

Podle véty z [4] je hranova souvislost rovna stupni d. Protoze hranova souvislost
udava nejmensi p(z,y), x # y a soucasné (z,y) > d, tak

Z toho plyne, ze ve vrcholové tranzitivnich grafech jsou vrcholy bud vsechny v jedné
skupiné, nebo kazdy sam ve svoji.

5.1.2 Zavér ze skupin urcenych metrikou #

Muzeme si vSimnout, ze pocet skupin urcenych pomoci metriky # nikdy neprekrocil
pocet vrcholu v grafu. Plati to proto, ze relace Ry je relaci ekvivalence (lemma 2), tzn. je
i tranzitivni, takze pokud je x ve skupiné s y a y ve skupiné s z, pak z tranzitivity musi
byt x ve skupiné s z.

Navic tranzitivita zpusobuje, ze zadny vrchol nemiize byt soucasné ve dvou ruznych sku-
pinach, coz v realné socialni siti neni vzdy pravda. Pokud napt. mame jako socidlni sit
zaky jedné skoly, hrany mezi nimi odpovidaji tfeba pratelstvim na facebooku a chceme
dostat skupiny odpovidajici tiidam, pak tato definice skupiny vhodna je. Pokud ale uva-
zujeme socialni sif védct, hrany mezi nimi jsou spoluautorstvi na ¢lancich, pak to prilis
neni vhodné, protoze jeden védec muze byt i paralelné ve vice vyzkumnych skupinach.

5.2 Metriky vedouci k vétsimu poctu skupin nez je
vrchola

Z metriky # vychézi najevo, ze aby byl pocet skupin vétsi nez je vrcholli, metrika ne-
smi byt relaci ekvivalence. V souvislém neorientovaném grafu m4a smysl se snazit nalézt
takovou, kterd porusi tranzitivitu.

e Vzdalenost dvou vrcholi v souvislém grafu uréena délkou nejkratsi cesty
V souvislém neorientovaném grafu spliuje vlastnosti metriky trivialné.

Existuji samoziejmé i dalsi, jen se v této praci zabyvame podrobné hlavné metrikou #.
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6. Uzavér skupiny

Idealni by bylo doplnit hrany do grafu tak, ze kazda skupina bude kompletni podgraf,
protoze ne vzdy jsou vsichni, a¢ jsou spolu ve skupiné, propojeni hranou. Zptisob tohoto
dopliiovani (nazvéme ho uzavérem skupiny) ale neni jednoduchy a bude tieba ovérit, zda
poradi pridavani hran neovlivni konecny vystup.

6.1 Uzavér Uy pomoci metriky #

Definice: Pokud v grafu neni hrana zy a plati #(z,y) < k, pak hranu z,y pridame.

Na obrazku 6.1 vidime priklad uzévéru Uy na grafu G pro k = % Tedy doplnime hranu
mezi takové vrcholy, mezi kterymi zatim zadnd nebyla a zaroven je mezi nimi aspon tii
hranove disjunktni cesty. Cervené jsou vyznaceny skupiny.

a) Graf G pred uzavérem U. b) Graf G po uzavéru U.
# #

Obrézek 6.1: Uzdver Uy grafu G pro k = 3

Chceme veédét, zda nam vzdy vyjde po doplnéni vSech moznych hran stejny graf, i kdyz
je budeme doplnovat v jiném poradi. Dokazeme to pomoci silnéjsiho tvrzeni, ze kterého
plyne, ze doplnéni jedné hrany neovlivni doplnovani ostatnich. K dikazu budeme potie-
bovat pojmenovat nékolik véci, proto je na konci jejich prehled.

Lemma 3. Doplnéni hrany yz do grafu G, ktery dosud takovou hranu neobsahoval, podle
uzdaveru Uy (tj. must platit #(y, z) < k) nezméni hodnotu #(z,y), Vx,y, 2.

Diikaz. Dokazeme to sporem. Méjme graf G, ve kterém zatim nejsou hrany zy ani yz.
Predpokladejme tedy, Ze i kdyz v po¢ateénim grafu G plati #(x,y) > k (tedy nelze pridat
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hranu xy) a zaroven plati #(y, z) < k (tedy lze doplnit hranu yz), tak po doplnéni hrany
yz plati #(x,y) < k (tedy mélo by jit doplnit hranu xy). Ozna¢me G’ graf po doplnéni
hrany yz do grafu G.

Protoze se lépe pracuje s p(x,y) nez s jeho prevrdcenou hodnotou #(x,y), zavedeme
konstantu [ tak, ze plati:

==
k

Podminka p(z,y) > [ je tak ekvivalentni s podminkou #(z,y) < k na ptidani hrany v
definici uzavéru Uy.

V grafu G musi byt p(x,y) <l a p(x,z) > 1. Aby v grafu G’ §lo uzédvérem doplnit hranu
xy, musi platit p(z,y) > [ a jelikoz pfidanim jedné hrany xz ur¢ité nemuze vzrust p(z,y)
vice nez o jedna, tak v grafu G’ musi platit p(x,y) = [. Z toho plyne, ze v grafu G plati:

plr,y)=1-1

Oznac¢ime m pocet hranové disjunktnich (y, z)-cest takovych, ze neobsahuji vrchol = a
déle n pocet hranové disjunktnich (z,z)-cest takovych, Ze neobsahuji vrchol y. Kdyz
pocitdme hranové disjunktni (x,y)-cesty takové, ze se sklddaji pouze z predchozich dvou
typu cest, tak z Mengerovy véty 2 vyplyva, ze jich je aspon minimum z hodnot m a n.

Kdyz méa po pridani hrany zz do grafu G vzniknout nova (z,y)-cesty, musi existovat
takova (y, z)-cesta, kterd neobsahuje = a zaroven nebyla zapocitana jako ¢ast néjaké
(x,y)-cesty v p(x,y). Tato (y, z)-cesta by se pak napojila na novou hranu zz a vznikla by
tim nova (z,y)-cesta, a tedy p(x,y) by dosdhlo [. Ale aby takova (y, z)-cesta existovala,
muselo by v grafu G platit m > n. To proto, Ze v opacném pripadé (tj n > m) by podle
Mengerovy véty platilo, ze by hranové disjunktnich (z, z)-cest, bylo alespon m a nezustala
by zaddnéa pozadovana (y, z)-cesta.

Z toho plyne, zZe alespon n je pocet hranové disjunktnich (z,y)-cest takovych, které
vznikly spojenim hranové disjunktnich cest (z, z), které neobsahuji x, s hranové disjunkt-
nimi (y, z)-cestami, které neobsahuji z. Zbylych hranové disjunktnich (z, y)-cest musi byt
[l —1 —n, aby jich dohromady bylo [ — 1.

To ale znamenad, Ze pocet hranové disjunktnich (x, z)-cest je n (cesty pfimo z neobsahujici
y) plus minimum z [ — 1 —n a m (cesty, které vzniknou spojenim (x,y) a (y, z)-cest, které
neobsahuji z a ty druhé x) podle Mengerovy véty. O m sice mnoho nevime, nam staéi
ohranic¢eni [ — 1 — n, protoze tohle spolu s n d4 dohromady [ — 1 a ne [, jak byl pivodni
predpoklad pro pocet hranové disjunktnich (z, z)-cest. To znamend, ze pridanim hrany
xz urcité nezménim #(z,y) za danych podminek. O

Uzévér Uy je tedy jednoznacny, resp. at priddvame hrany v jakémkoliv poradi, urcité to
nezméni vysledek. To kdyby neplatilo, tak by to nebyl dobry uzavér.
Prehled proménnych a konstant v této kapitole:

e k - aby do grafu byla uzédvérem Uy doplnéna hrana xy, musi platit podminka
#(x,y) > k. Je to shodnd konstanta i pro tvoreni skupin na zékladé metriky #, dé
se nastavit podle toho, jak chceme, aby skupiny vypadaly
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e | = - zavedené pro vétsi prehlednost

x| =

e m - pocet hranové disjunktnich (y, z)-cest v grafu G takovych, Ze neobsahuji vrchol
x

e n - pocet hranové disjunktnich (x, z)-cest takovych, ze neobsahuji vrchol y
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7. Zaver

Asi nejvétsim uspéchem této prace je dokazani véty 1, kterd tika, ze kdyz vezmeme
tri vrcholy v grafu, tak pocet hranové disjunktnich cest mezi dvéma dvojicemi z nich
je stejny a mezi posledni dvojici je vétsi. Jinak metrika # asi neni nejlepsi kritérium,
pomoci kterého lze definovat skupiny. To proto, Ze pocet hranové disjunktnich cest mezi
dvéma vrcholy neni vzdy tou rozhodujici vlastnosti, ktera by indikovala, ze zda spolu tyto
vrcholy ve skupiné jsou ¢i nejsou. Navic kvili tranzitivité relace Ry nemize byt jeden
prvek v dvou ruznych skupinéch, i kdyz toto zrovna ne vzdy vadi.

Na této praci jsem pracoval asi rok a ziskal jsem mnoho zkusenosti. Do té doby jsem se
s teorii grafii setkal maximélné v podobé kresleni obrazkt na jeden tah, nebo hledéni
nejkratsi cesty v grafu s ohodnocenymi hranami. Rozsitila mi obzor o dalsi krasny obor
matematiky. Formulovani matematickych textii uz délam dlouho pfi feseni korespondenc-
nich matematickych seminaia, nicméné to nikdy nebyla ani zdaleka takto dlouhd prace,
tedy mi jeji psani dalo dost. Navic jsem zdokonalil v praci s KTgXem.

Rad bych se v budoucnu pokusil ziskat redlna data socidlnich siti a naprogramovat pro-
gram, ktery by automaticky hledal skupiny na zakladé podminek, které bych mu zadal.
Dale v kapitole 3.1 je rozpracovany jiny dikaz véty 1, ktery dokazuje silnéjsi véc, tedy
to, ze puvodni vybér hranové disjunktnich cest 1ze preorganizovat do danych skupin. Ten
se mi snad podarii dotahnout do konce.
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